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Bet rad icaal van ee n ring,. 
Vocr een goed begrip van de te bespreken prablemen is het noodzakelijt 
de geschiedenis ervan enigszins te kennen. Deze zullen wij daarom eers-t 
in grote trekl{en schetsen. 
Het onderwerp behoort tot de structuurtheorir~ van ringen. :::>eze is 
ontsta.an uit de overeenkomstige theorie voor hypercomr,lexe systerr.en. Deze 
laatste is het eerst systematisch bestudeerd door Wedclerburnl).]., die voor 
hypercomplexe system.en een aantal zeer f'raaie structuurstcllingen bewc;.::s ~ 
die nu wel tot de klassieke bestanddelen van de wiskunde gcrekcnd mogen 
warden. Hierin speelt het begrip nilpotent een belangrijke rol. Een el8-
ment a va.n een ring heet nilnotent, als an = 0 voor een zeker natuurlijk 
n getal n. Een links- t:'f rechtsideaal L heet nilnotent als L = 0 voor een 
zeker natuurlijk getal n. (Het nu1ideaal geven wij met O aan. Er is gecn 
verwarring te vrezen met het clement 0). Voortaan zullen we 0nder oen 
ideaal zonder nadere toevoeging een tw0czijdig ideaal verstaan. Een rechts-
ideaal of linksideaal geven we kort aan met r-.ideaal 1 resp. 1-ideaal. Het 
SJ;reekt vanzelf dat een ste lling over 1-idealen gel dig blijft, als in 
praemissen en conclusie ovoral 1-ideaal door r-ideaal vervangen wordt. In 
hypercomplexe systemen worden alleen zulke idealen beschouwd, die zelf 
hypercomplexe systemen zijn. Het is nu makkelijk te bewijzen, dat in ee.n 
willekeurige ring ieder nilpotent 1-ideaal bevat is in ecn nilpotent 
idea.al.. In een hypercomplex systeem is de vorzrune lingsthcoretische ver-
eni.ging van a.lle nilpotente idealen ( die dus ~ok alle nilpotente eon-
zijdige idealen omvat) zelf een nilpotent ideaal. Di t gro't~ nilpotente 
ideaal wordt het radicaa.l R van het hypercomplexe systeem A genoemd. De 
restklassenring A/R is een hypcrcomplex systeem waarva.n het radica.al nu1 
is. Een dergelijk systeem heet h?-lfenkelvoudig. Hierdoor is het probloe: 
van de structuurbepaling van hypercomplexe systemen teruggebracht tot di 
van nilpotente en van halfenkelvoudige systemen. (Dit is eigenlijk niet 
gehee l juist, omdat, evenmin als de structuur van een groep bepaald is 
door die van een normale ondergroep ;~n van de bijbehorende fa.ctorgroep, 
ook de structuur van een ring niet bepa.ald is door die van een idea.al en 
van de bijbehorende restklassenring. Op deze kwestie gaan we echter niet 
verder in) .. 
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De structuurtheorie van Wedderburn hoeft hot kare.kter van ean defini-
tieve theorie, die niet voel mogelijkheid tot verdere ontwikkeli?'l8 meer 
biedt. In beweging kwam de zaak pas weer, toen in 1928 Artin [ 2], in 
overeenstemming met de in de twintiger ja.ren bestaando algemene tendon--
tie om algebraisohe th~oric\)n axiornatisch op te bouwen, aantoonde, do.t 
de gehele structuurtheorie van Wedderburn op te stel1cn viol, niet a.1-
leen voor hypercomploxc systomon, ma.ar algemener voor r:ingcn 1 die vol-
doen aan zekere voorwaarden, die we straks nador zullen noemen. Hiermeo 
werd de deur geopend voor cen tot op hedcn voortdurcrrle verdcre genera-
lisering van do th0oric. In deze cntwikkeling kunnen nog tweo puntcn 
worden onderscheiden: 
1 °. Pogingen om met behoud va.n de resul ta:ten van Weddr]rburn de voorwaar--
den van Artin verder te verzwakken. !iicrin is aen vrij sensationec• l re-
sultaa.t bercikt door Hopkins [6J in 1938, die bcwees dnt een van de twet: 
belangrijkste voorwe.ardcn van Artin gemist kan worden. 
2°. Pogingcn om met verzwa.kte voorwaarden een structuurtheoric op te 
s1ellen, die eventueel van die van Wedderburn afwijkt. Einddoel van deze 
ontwikkoling is een structuu1 theorie voor ringen zonder enige bijvoor-
waa.rde. 
Wij zullen nu ecrst de voorwa~rden van Artin bespreken. Wege.an 
daartoe uit van een verze.meling V en een verzameling 'P van dcelvorza-
melingen van V • We noemen ee n verzameling WE ct, een minimn.le verzamo-
ling in t:p als er geen verzamaling U E- c:p is waarvoor geldt Uc W. (Met 
Uc. 'W bedoelen we, dat U een echte dcGlvcrzameling van W is; als ook 
U = W toegclaten wordt, schrijven we U~W). Een analoge definitie geldt 
voor een ne.ximale vcrzaneli:ng. We moeten onderscheid mken tussen een 
minimle en een kleinste verzamcling in~ • Een kleinste verza.meling in 
cp is een verzruneling TE c:p zodat voor alle U i:: cp gcldt Ti;;. U. t:P behoe:ft 
in het algemeen Doch eon kleinstc noch eon minima.le verzruneling te be-
zitten. Als de kleinsto verzameling bcstaat is zij nntuurlijk eenduidi.g 
bepaald en da.n tevens de enigc minima.le vorzumcling. In het nlgemeen 
kan er meer dan een minimale verzameling in</> zijn. 
Minimumvoq_rw~'!_rde: Een verzarneling i:/> van deelverzamelingen van V 
voldoet aan de minimumvoorwa~de als iedere niet-lege declverzamcling 
-,Y van 1', ( 'V ~ Cf:> ) een minimalc verzame ling bevat. 
De minimumvoorwaa.rde is aequivalen-t met de: 
Dalende-kettingvoorwaarde: Bij iedere rij verzamelingen Wn E- <P , wn.ar-
voor ge;ldt wn ~ Wn+ 1 is een natuurlijk getal k ta vinden, zodn:t voor 
n ~ k geldt 'Wn = Wk. (Een dalende ketting 11 breckt af"). 
Dat doze voorwe.a.rden inderde.,.-:i.d aequivale nt zijn is heel makkelijk i:: 
te zien: Als de minimumvoorwParde niet geldt, is in een doelverzamelil'.I[; 
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'Y van 'P zo:nder minimlo verznmeling rznkkclijk een niet nf'brckcndc 
dalcnde ketting te vinden; als do minimumveorN~~rde wcl geldt, breokt 
bij de index van de minim11le vcrzn.mcling uit de verz~mcling der Wn de 
ketting af. 
Dezo begrippen hn.dden we noe ::1lg0mcncr voor partiocl gcordende systcmc>:ri 
kunnen formulcrcn. V,}rch:r i.s hot duidclijk d"'.t geheul nm.loge bcschou-
wingen over de mrtxj 1:1,.mv::".)?"N•·ir'rde en de st ij@nde-ket~oorw,•1.ri.rde ge-
houden kunnen wordon. 
Artin ging nu uit Y'l.n ringon wn.n.rv'\n di; 1-idorilen a.rm de m~imum- an 
aan de minimumvoorw~,,xdr.:i voldoen on leiddo dari.rvoor do structuurtheoriG 
van Wedderburn R.f. (Eigenlijk deed hij hct rilgemener voor ringen met 
operator en idealon die tocl~~tbn'l.r zijn voor die oper~toren. We vor-
wan.rlozen dit verdcr, cmd11.t het voor de opbouw vn.n de theorie vn.n Wi3in·];.~ 
bel~ng is. Het is nntuurlijk in zoverre wel belRngrijk, d~t zonder die 
toevoeging, de theorie niet cens op hypercomplexe systemen zou kunnen 
warden toegep~st!) 
Om n~ te gnnn hoe deze voorwn~rden te vcrzwn.kken zijn, moeten we cerst 
zien wnar ze in de theorie gcbruikt warden. L~ten we d~nrtoe eerst ecn~ 
nag(lr\n hoe ver we met de definitie vr-m het rn.dica~l komon ~ls we t'IP,n de 
ring geen verdere voorwrJ.rtrden opleggen. Als we de vereniging vnn alle 
nilpoterrte idealen vormen en die het r1.dicaal noemen, is dn.t een ide1v1l, 
dat alle nilpotente cenzijdige ioce~len omvnt. Het zo gevormde r~dicn~l 
behoeft evenwel zelf niet nilpotent te z ijn. Hiorvnn geven we ter toe-
lichting een voorboeld. 
Eerst tonen we het bestann vr:1.n nilpotentc ringcn an.n en wcl voor 
ieder natuurlijk getal n eenringA ·roaat t? =Oms.er An-y O is. Het een-
·n n n 
voudigste gn.at dit met hypcrcomplexe systcmen, omd~t d~~rvoor van de 
ringeigenschappen, zonls bekend, 8.lleen de R.ssocin.tiev0 eigonschap voor 
de vermenigvuldiging V8Il de bnsiselemcnton geverifieerd bchoeft te 
worqen. Neem het lichaam der rationtle getallen n.ls grondlichn.~m en 
hierover een hypercomplex systecm An met 
en de vermenigvuldigingsdefinitie eiej = 
als i+j~ n is. Daze vermenigvuldiging is 
n-1 basiselementen e1 , •.• ,en-l 
e .. als i+j~ n en e.c. = 0 i+J 1 J 
blijkb:1.nr associntief, omdat, 
in welke volgorde ook uitgevoerd, ei cjek = ei+j+k voor i+j+k ..(.n en 
ei e/~k = 0 voor i+j+k ~ n is. Een product van n elementen v~ An j_s 
blijkbn.nr steeds o, dus A~ = O, maar e~-l = en-l -/: O, dus A~-l # O. Vie 
vormen nu met behulp van een dergelijke rij ringen Al'A2 ,. • • een nieu1;,ci 
ring Ra.ls volgt. Vorm rijen van de gedannte (a1 ,a2, ... ) met aiE. Ai, 
met dien verstnnde evenwel, dnt slechts eindig veel der ai 10 mogen 
zij n. De optelling, nftrekking en vermonigvuldiging gcschiedt component.0•1~ 
gewijze, dus (n1 ,a2 , ••• )±(b1 ,b2 , ••• )=(a1! b1 , ~2 ± b2 , ••• ), 
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(a1,a2,· • ·) (b1,b2,· · · )= (R1 b 1 ,a2 _b 2 , ..• ). Men noernt dit de discrete 
directe som der Ai. Nu is in R de verzarneling der elementen (Cl1 ,a2 , ••• ), 
wartrvoor AJ.le ai = 0 voor i > n bij eon vn.stc n, blijkbanr een nilpotent 
ideaal en daar ieder element in zo'n nilpotent ideaal ligt is hot radi-
caal van R gelijk nan R. Ma~r R is zelf niet nilpotent, want als we in 
An+l een ele:rront b kiezen, wnarvoor bn f O is, is van het element 
(a1 ,a2, ••. ) van R waarvoor geldt ai = 0 voor i-/- n+l en an+l =book 
de n8 macht -/- O. 
Als echter VRn een ring A het rodicaal R nilpotent is (Rn= O), 
heeft de restklassenring A/R radicaal nul. Stel n.l. dat B/R een nilpo-
tent ideaal is, drm is (B/R)k = O, Bk:=: O(R), dus Bnk = O, dus B = O(R) 7 
dus B/R = 0. 
Het is nu hee 1 eenvoudig om ui t de m'1Xmimumvoorwr.2rde voor r-ideo.len 
( of nog zwakker: voor nilpotente idcale n) af te leidon, dA.t het ro..dic::18.l 
R nilpotent is. Neemt men n. 1. een maxirnr-1n.l nilpotent idean.l M, dan 
volgt uit het door directe berekening makkelijk to veri:fieren feit, dat 
de som van twee nilpotente ider-i,len weer nilpotent is, d8.t M alle nil-
potente idenle n en dus ook hun vereniging R bevat. Anderzijds is M als 
nilpotent ideaal zelf bevat in R, dus M =Ren R is nilpotent. 
Het epmerkelijke is nu, d~t dit de enige plQats in de hele theorie 
van Artin is, waA.r de rn8.Xirnumvoorwaarde gebruikt wordt. Het is echter 
toch a~n de andere kant niet zo verwonderlijk, dat juist daar doze voor-
wa8.rde nodig zou zijn; immers de bewering "R is nilpotent" heeft zelf 
het kar0..kter van een maximumui tspraA.k 9 hetgeen nog duidelijker blijkt 
als we de aequivalente bewering, "de verzameling vn.n nilpotente idealen 
bevat een grootste 11 opstellen. Het is daarom wel verassend, dat Hopkins 
[6] deze bewering uitsluitend uit de minimumvoorwParde wist af te lei-
den .. We laten hier een nog ietwat gemoderniseerd bewijs daarvA.n volgen 
( zie Levitzky [12J en [ 15]) ! 
We veronderstellen, dat als B1 ,B2 , ••• ideRlen in een ring A zijn die 
alle in het radicaal R van A zijn bevfl.t, de dnlende ketting 
Bl:> B1B2~B1B2B3~ ••• 
afbreekt. D.w.z. er is een index k 7.,odnt voor n~k geldt 
B1B2 ••• Bn = BlB2 •.. Bk. 
We beschouwen nu de ketting R ~ R24 R3~ •••• Dit is een ketting 
van de zoeven beschreven soort; er is dus een :µ, zodnt Rn+l = Rn. We 
willen bewijzen, dat Rn= O. Stel da~rom Rn f Oen noem Rn= B. Dan is 
B = Bm voor iedere natuurlijke m. Er is nu een b 1 E. B te vinden, zodat 
7. 
Bbl Bf O is (anders was B = B~ = O). Noem B b1 B = B1 , dan is B1 een 
ideaal in A, dat bevat is in R. Verder is B1 B3 = B1 • Er is nu een 
-5-
b2 E B te vinden, zodat, als B b2 B = B2 gesteld wordt, B1 B2 =I O is 
(anders was B1 = B1B3 = O). B2 is weer een idea~l in A1 dnt in R bevat 
is. Dit precede is met volledige inductie voort te zetten en levert een 
rij ieealen B1 ,B2 ,. • • zoda:t alle Bi c..,_ R zijn en voor iedere m 
B1B2 ••. Bm =IO is. Deze ketting breekt nu af, d.w.z. er is een k,zodat 
B1 B2 ••• Bk = B1B2 ••• BkBk+l is •. Door successievelijke vermenigvuldiging 
vri.n rechts met Bk+l volgt hierui t B1B2 ••. Bk = B1 B2 ••• B~+l voor ieder0 
m. Dar:tr bovendi en BiB2 ••• Bk =I O is, is ook ~+ 1 =/ 0 voor aiie m. Maar nu 
is bk+l een element van Ren ligt dus in een nilpotent idenal, dat zeker 
ook Bbk+l B = Bk+l omvat. Dus is Bkt-l nilpotent. Dit gef:if't een tegenspre.nk 
en dus is B =Rn= Oo 
Daarmee is de maximumvoorwn~rde geheel uit de theorie geelimineerd. 
Men kan door b. v. in de Moderne Algebrn van Van der Waerden bovenstaand 
bewijs in te lassen en de m8.Ximumvoorwnqrdc te schr~ppen een theorie 
van ringen met minimumvoorwaFJ..rde krijgen (zie ook bet boekje van Artin, 
Nesbitt en Thrall [19] ). 
Voor algemene ringen is de moeilijkheid hiermee echter nog niet op-
gelost. De oude definitie van rndicaal blijkt d~qr niet zo heel bruik-
baar te zijn. Verschillende auteurs hebben nu andere begrippen rn.dicnal 
opgesteld, die n.lle bepan.lde voor- en nn.del~n blijken te bezitten. Al-
vorens deze begrippen te bespreken, bepalen we eerst de eisen wolke we 
a.an het radica.al zullen stellen. Als we nagaan wat het gebruik van het 
radicaal bij ringen met minimumvoorwanrde ann gemak oplevert, dan zien 
we dat daarmee het probleem van de structuurbepaling van ringen in twee 
eenvoudiger problemen gesplitst wordt, n. l. van een nilpoterrte ring (het 
radicaal) en een ring zonder nilpotente idealen 'f' 0 (de restklassenring 
naar het radicaal). Dn.2..rom stellen we de volgende eisen: 
1°. Het radicaal meet een iden.al zijn. 
2°. De restklassenring nanr het radicaal moet een radicaa1 nul (volgens 
dezelfde rRdicaRldef'initie) hebben. 
De definitie van radicaal als vereniging van de nilpotente idehlen 
voldoet niet aan de tweede eis. Als de radican.ldefinitie aan de twee 
eisen voldoet is het structuurprobleem teruggebracht tot dat van ringen 
die een radicaal kunnen zijn (radicale ringe~) en ringen waarvan het 
radicaa.1 nul is :(half'enkelvoudige ringen). Het gan.t er nu om het zo han-
dig te doen, dat het structuurprobleem er inderdf:18.d eenvoudigcr van 
wordt. 
Om aansluiting aan het klassieke geval te krijgen kunnen we er nog 
::~;;=;.,. 
de volgende {niet strikt noodzakelijke) eis a~n toevo~gen: 
3°. D·e def'initie moet zo zijn, dat 13.l~ de ring. an.n de minimumvoorwn,::1.rdr 
voor l~id.ealen voldoet, zij met de klRssieke definitie (voortaan 
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genaamd W-radicaal) ovcreenstemt. 
We kunnen verder n~g opmerken do.t naarmA.tt3 mon het radican.l grater 
maakt te verwachten is, d~t hot structuurprobleem voor rn.dicale ringen 
moeilijker en voor halfenkelvoudige ringen ecnvoudiger wordt. Zo leiden 
de stralcs te bespreken radica9.ldefini ties van J:::i.cobson en van Brown en 
McCoy, die t1grote 11 radicn,lon definieren, tot eon zeor bruiklb8.re theorie 
van half'enkel voudige ringe n, die een nR. tuurlijke goneralis ering van di-.e 
van Wedderburn is, dit ochter ten koste van een gecompliceerde struc-
tuur der radicale ringen. 
De eerste verruiming van het begrip rn.dic11al is Rfkomstig van Koethc 
[ 4J , die ge bruik maakt van nilidon.len en nilringon in plop.ts van van 11il·· 
potente idealen en ringcn. Een nilring is een ring, wR.arvn.n n,lle e lemen·· 
ten nilpotent zijn. Evenzo nilidea~l, 1-nilideRal, r-nilideanl. Do 
vereniging vnn alle nilidealen is zelf een nilidean.1 en do restkln.sscn--
ring naG.r dat ideaal is een ring zonder nilidealen -:/ O. Inderda~~d, o.,1s 
we deze vereLiging R noemon, en B/R is een nilidear-i.l, en b E. B 1 dnn is 
bnE R, dus bnm = O, dus B een nilidean.l, B~ R, B/R = 0, Deze R voldoet 
dus aan de eorste twee bovengenoemde eisen. Voor de structuurbepaling 
van de half'enkclvoudige ringen is echter de grote moeilijkheid, dat het 
tot op heden niet gelukt is te bcwijzen dP.t R ©ok P..lle eonzijdige nil-
idealen bevat. Dit is een belangrijk open probleem uit de theorie der 
ringen; het is n.l. ook nooit golukt een tegenvoorbeeld te construeren, 
We komen er stro.ks op torug. Koethe definioort het radicaal (voorta2,n 
K-radicaal) 8.1s de vereniging V8Jl n.lle nilideA.len, mits deze eok alle 
1-nilidealenomvat en dan ook automatisch rJ_le r-nilidcalen. Het r-ideaal 
voortgebracht door een clement a dat in eon 1-nilidean.l ligt is een 
r-nilideaal: a 
(ax+ n a) 2 = ( ,.e+ 1 dan is ay, 
x + n a (x •Nillokeurig in A, n een geheel getal) gooft 
2 2 ~ 
ax ax+ n ax n. + n n x + n2 a = a Y• Als (ya) = O, 
= a(y8.)t. y = o. Het iis niet bol«.::nd of hot K-rn.dicn.nl in 
alle ringen besta8,t. Dat de voreniging v.'Ul nlle nilidealon nn.n do derdo 
eis voldoet is eon specian.l gevA.l van een str:1.ks tc bosproken algomo noro 
stelling. 
Baer [14] de:finieert een radicR.al iden.al !'11s e0n nilideaal zodrtt de 
restklassenring nan..r dat ideaal geon nilpotonte iden.len f O (on dus 
goon nilpotente 1-idon.lon f 0) bevat. Do voreniging van n.lle nilidon.len 
is, zonls hierboven aangetoond is, oon rn.dicaal idenal, dat dus tevons 
de veronigingcis VBnalle radicale id.ealen. We noomen dn.t het bovenrRdicar:.} 
U. De doorsnede van alle idealen met restklassenring zonder nilpotente 
idealen f. 0 is een radicaR.l idoaal 9 dat dus tevens doorsnede is van allc; 
radicale idealen en het bene:3enr2.dicn.::1l L genoemd wordt. L is- een nil-
idean.1 omdat het in U bevA.t is. Laqt B/L eon nilpotent ideaal in A/L zijn. 
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Dan is :snc L. Kies nu een willekeurig ideartl T zodat A/T geen nilpotente 
idealen =/ 0 bevat, dan is LCT., (T,B)n £ (T,Bn) £(T,L)= T, dus 
((T,B)/T)n = O, (T,B)/T = O, (T,B) G T, B ~ T. Daru- dit voor r-,,lle 
dergGlijke T geldt, is B ~L, B/L = O. 
In het algemeen hocft L niet gelijk aan Ute zijn. Baer gee~t zelfs 
een voorbeeld van een ring, wa.,.rin L c U is en er een ideaal tussen L 
en U bestaR.t, dnt geen radicanl ideaal isl Hij definieert een radicaal 
(B-radicaal) alleen :tls U =Lis. Het W-rndicaql Wis ~ltijd in L 
bevat: Stel M een nilpotent ideaal: W- = O, dn.n is (M,L)n~ (1.f ,L)= L, 
dus ( (M,L)/L)n = O, (M,L)/L = O, M£L, ·dus W ~ L. 
Als we vooruitlopen op hetgeen we straks zullen bewijzen, n.l. dat 
als de minimumvoorwaarde voor 1-idealen geldt, U gelijk is aan het W-
radicaal W, kunnen we aantonen dat het B-radicaal aan de derde eis 
voldoet. Immers altijd is L? W, dus L = U = w .. Aan de eerste twee eisen 
voldoet het B-radicaal omdat U er aan voldoet. 
Levitzky [1JJ Q-2] gebruikt voor zijn radicaaldef'initie het begrip 
seminilpotent ideaal. ~n ring heet seminilpotent als iedere deelring 
voortgebracht door eindig veel elementen nilpotent is. Evenzo seminil-
pctent 1-ideaal, r-ideaal of ideaal, met dien verstande dat het woord 
deelring blijft staan, en niet door deelideaal vervangen wordt. Een 
seminilpotent ideaal is u:iteraard een nilideaal en een nilpotent idea:~·1 J.i 
seminilpotent. Hij bewijst, dat de vereniging van alle seminilpotente 
ideal en weer een serninilpotent idea.al is, dat tevens all e serninilpotente · 
eenzijclige idealen omvat. Hij noemt die het radieaal (L-radica~l). 
Verder is het L-radicaal van de restklassenring naar het L-radicaal nul. 
Het -L-radicaal Mis blijkbaar een radicaal ideaal en ligt dus tussenU 
en L. 
Alle tot nu gedefinieerde radicalen waren nilidealen. Jacobson [17] 
hee:ft dat la ten varen en hee:ft zij n radicaaldefini tie gebaseerd (')p een 
. in 1942 door Perlis I9] gevonden nieuwe karructerisering van het radioaal · 
van een hyperc$mplex systeem. Een element z heet rechtsquasiregulier 
als er een element z' bestaat, zodat z + z' - z z' = 0 is; z' heet dan 
een rechts-quasi--inve:.rse van z. Als de ring een een heeft betekerrt dit: 
( 1 -z) ( 1 -z~= 1 , dus 1 - Z' hee:f'-t een rechtsinverse. De theorie van . 
quasi-reguliere elementen en quasi-inversen is ook te behandelen door 
een nieuwe operatieo· in "te voeren door aeb ::::: a + b - ab, welke ope-
ra.tie als grond operatie van de ring in plaats van de vermenigvuldiging 
gebruikt ·kan worden (zie .Andruna.kievitch [21] ). We gaan er niet verder 
op in. ~eschouwen we nu het rech~sideaal {x - z x} (z vast, x doorlobT,+. 
A). Als z rechts quasiregulier is is - z·= z' - z z• E { x - z x}, dus 
z xE (x -z.x} , dus xe {x - z x}, {x - z ~}=A .. Als ~mgekeerd 
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{x - z x1 = A is, is - z = z - z z', dus z rechts quasiregulier. De 
voorwaarde {x - z x} = A geeft dus een aequivalente definitie van rechts 
quasiregulariteit. Een r-ideaal heet quasiregulier als alle elementen 
rechts quasiregulier zijn. Het is makkelijk na te rekenen dat de som 
van twee quasireguliere r-idealen weer quasiregulier is. Daaruit volgt, 
dat de vereniging van alle quasireguliere r-idealen weer een quasiregu-
lier r-ideaal is. Het is .0chter z elfs _een ideaal. Noem di t het J-radican.1-:-
De hele beschouwing kan ook met links in plaats van rechts gelezen war-
den. Dit leidt tot hetzelfde J-radicaal, dat dus een quasiregulier 
ideaal is dat alle quasireguliere r- en 1-idealen omvat. Van de rAstklas-
senring na:ar het J-radicaal is het J-radicaHl nul. 'b-i 
Een nilpotent element a (an = 0) is reehts quasiregulier: a 1 = -?=,: ai. 
•::::: 1 . 
geeft a+ a' - aa' = o. Het J-radicaal bevat dus het bovenradicaal. HGt 
kan inderdaad groter zijn, zeals Jacobson aan een voorbeeld laat zien. 
We bewijzen nu, dat als de minimumvoorwaarde voor 1-idealen geldt, 
het J-radicaal J nilpotent is. Da.ar J alle tot nu toe beha.ndeld.e l"'adi-
calen omva:t is danvoor al die radicr-:tlen bewezen, dat ze aan de derde 
eis vold oen. 
Beschouw de kettiri.g· J;;;;;;?, J~J3~ ••• , Deze breekt af dus eriis een n, 
waarvoor Jn = J r:ri-l ise Noem Jn = B en s-tel B :J O. Nu is B = B2 • Er is 
nu een minimaal 1-ideaal waarvoor geldt G~ B en BC :/- O. Stel c 6.C zodat 
B c :JO is. Dan is B(Bc)= Be f O. Verder is Be~ C en Be een 1-ideaal, 
dus Be = C; er is dus een bE B, zodat be = c is. :M..aar b heef't een links 
quasJ-iilllers e b', maar dn:t geef't O = c - be - b'c + b'bc = c - (b+b 1-b'b)c=:c 
in strijd met Be /; o. Dus B = 0, J is nilpotent. 
Zoa:J,.s al eerder o:pgemerkt, 'Iis het voordeel van het J-radic-aal, dat .. 
voor·een J-hal:fenkelvoudige ring het structuurprobleem tot een bevredi-
gende oplossing kan warden gebracht. 
Nog iets · verder gaan Brown en McCoy [20] [22] ~ die van bet r-ideaal 
{ax - x} direct op het door dit r-ideaal voortgebracht~idennl overgann, 
dus op het ideaal 
G(a)= fax - x + L.,(y. a z. - y. z 1. )} i. 1 1. 1 
waarin x, yi' zi de ring dqorlopen. a heet G-regulier als at G(a). Een 
ideaal beet G-regulier a.ls al zijn elementen het zijn. Het BM-rn.dicnfi:J.. 
is de vereniging van alle G-reguliere idealen. 
Dit kan nog verder gegeneraliseerd wordendoor uit te ga.A.n van een yo.-:-,:,; 
alle ele:irenten van alle ringen gedefinieerde 1:1.f'beelding a~ F{a), waaroj.j 
F (a) een ideaal' is in dezelfde ring w,::tar a· in ligt 1 zodat als a~ a ee:u 
bomomorfe a:fbeelding is van R op R, F(a) = F(a) (G(a) voldoet hieraa.n),. 
We noemen dan a F-regulier als a.-EF(a) is. Dit leidt dan weer tot een 
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radicaaldefinitie die aan de eerste twee eisen voldoet. 
Dat het BM-radicaal ook aan de derde eis voldoet volgt uit de stel-
ling, dat als de minilYlumvoorwaarde voor 1-idealen geldt, het BM-radicaal 
met het J-radicaal samenvalt. (In het algemeen is het BM-radicaal grater 
dan het J-radicaal). Het. bewijs zou ons te ver voeren. 
Een halfenkelvoudige ring met minimumvoorwaarde voor 1-idealen is, 
zoals in de klassieke structuurtheorie bewezen wordt, isomorf met e0n 
directe som van eindig veel enkelvoudige ringen met eeno (Een ring heet 
enkelvoudig als de enige idealen van de ring het nulideaal en de ring 
zelf zijn). 
Voor een BM-halfe&;:elvoudige ring zonder veraere bijvoorwaarde ge:::.d·~ 
nu een zeer analoge stelling, alleen w ordt de directe som veri;rangen dcor 
een z,g. subdirecte som (voor de definitie zie b.v. G. Birkhoff, Lat.tice 
Theory) en het aarrtal s~mmanden behoeft niet meer eindig te zijn. 
· Ten slotte willen we nog enkele opmerkingen II1Rken over het hierboven 
genoemde open prob le Gm ( zie blz. 6)., AequivR.lent ermee is het volgende 
probleemi 
Is de som van twee 1-nilidealen weer een 1-nilidea~l? 
Als U alle 1-nilidealen cmvR.t (als het K-radicar1.l bestaat), is :r:.a-
~uurlijk de som van twee 1-nilidealen een 1-nilideaal (alles ligt in U). 
Als omgekeerd de som van twee 1-nilidealen een 1-nilideaal is, is de 
vereniging T van alle l~nilidealen weer een 1-nilideaal. We bewijzen dat 
T zelfs een ideaal is en gebruiken daarvoor het eerder bewezen feit dat 
het r-ideaal (1-ideaal), dat voortgebracht wordt door een element van 
een 1-nilideaal (r-nilideaal) een r-nilideaal (1-nilideaal) is. Neem nu 
een willekBurig element a uit Ten een willekeurig element x uit de ring 
A. Dan is het door a voortgebrachte r-ideaal een r-nilideaal. Dit bevat 
ax, en dus is het door ax voortgebracht_~ 1-ideaal een 1-nilideaal, dat 
in T bevat is. Dus a xE T; T is een ideaal. Maar nu is T als nilideaal 
in U bevat: U bevat alle 1-nilidealen. 
Met behulp van het begrip seminilpotent is het probleem ook nog iet-
wat anders· te benaderen. Een 1-nilideaalt dat nict in U bevat is, is 
zeker niet seminilpotent, cmdat het ~nders in het L-radicaal bevat was, 
dat op zijn beurt weer in U bevat is. Danruit volgt, dat het een deel-
ring met eindig veel voortbrengenden bevat 1 die niet nilpotent is. Als 
het dus zou lukken te bewijzen, da~ iedere nilring met eindig veel voort-
brengenden nilpotent is, zou daarmee het @pen probleem o:pgelost zijn 1 WP.nt 
dan zou altijd U ieder 1-nilideaal bevatten. Door de be:perking tot ei:r,6J.ff 
veel V-'>ortbrengenden ziet dat prob1eem er eenvoudiger uit. Zo zou het tn J 
I 
gebrujkmaking van transfiniete methoden nuttig kunnen zijn, dat zo'n rJ.ng 
aftelbaar is. 
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Als A een nilring / 0 met eindig veel voortbrengen is~ dan is A2CA. 
Het bewijs hiervan wordt geleverd met een methode van Levitzky f1aj. 
Stel dat A 2 :::: A is. Noem de voortbrengenden van A: a1 , ..• , a • Dan is 
A= A2 = (al A, ••• ,R~l•)c Als n = 1 is, volgt uit A::: al A, ~at A= a~ A: 
maar a1 is nilpotent~ dus A = O. Tegenspraak. Als n :> 1 is kiezen ws re. 
zo, dat J. = (ai1t, ••• ,i:1r/), maar A) (a1A, ••. ,am_ 1A) == Tis. Dan is 
A = (T,am A), dus am ::.:: b 1 + am c, b1 ET, c EA. Daaruit volgt direct von:.-
iedere ru?~tuurlijke s~ am:::: b 8 + a .-8 met b ET, omdat T een r-ideFJ:tl 
. . . m .. s 2 . is. Maar c is nilpotent, dus am ET~ A = T. Tegenspraak. A = A 1s dus 
onmogolijk, dus A2c A~ 
Als A een ring m0·t. eindig veel voortbrengenden is, dan ook An. Dit is 
zeer eenvoudig in te zien. 
Als A een nilring met ei.ndig veel voortbrengenden is, die an.n de 
minimumvoorwaarde voor ideal en vold oet, is A nilpotent. Imme rs als we 
de dalende ketting i(1enlen 
1. d }. 2 :;;, A 3 2. . . . 
beschouwen, dan is An = A n+l voor rsen zekere n. Als dr-m An f. 0 was, was 
(An) 2 = An in strijd met het bovenstA.ande. Dus An= O. 
Als A niet nilpotent is, geldt dus A? A 2? A 3;:> ••• ., Om te bewijzen, dat 
A .:nilp.otent is 1 zou hieruit dus een tegenspraak moeten worden a:fgeleid. 
S\JJ!lmary. 
In this paper the de:fini ti ons of the radical of a ring, which 8.re 
proposed by several authors, and ·th"'!:i r nnrtnal r-elat:i ons arc discussed. 
Finally .some -consj d0.rations are given sn the following open problem: 
11 Does thB join o:f all nilideals of a ring contain all left nilideals? 11 
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